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Осесимметричная деформация является одной из наиболее важных, 
но недостаточно разработанных задач пластичности. Как и в других 
пространственных задачах, исходные уравнения для случая осевой сим­
метрии в общем случае не интегрируются, поэтому число аналитиче­
ских решений в этой области весьма ограничено. Решение некоторых 
задач получено с введения понятия «полной пластичности», предложен­
ного Хааром и Карманом [1]. По их гипотезе в пластическом состоя­
нии окружное напряжение равно одному из главных напряжений в ме­
ридиональной плоскости. Против этого условия выдвигались серьезные 
возражения [2], тем не менее оно широко используется в инженерной 
теории пластичности [3].
Целью настоящей работы является проверка возможности опреде­
ления напряженного состояния при осесимметричной осадке в предпо­
ложении X aapa—Кармана.
Напряженное состояние изучалось на стали Х18Н9Т и на свинце. 
Напряжения рассчитывались по деформациям и скоростям деформаций. 
Исследование деформированного состояния упрочняющегося материала 
проводилось по распределению твердости, деформированное состояние 
на свинце изучалось по искажению делительной сетки, нанесенной пред­
варительно на одну из половин составного образца.
При изучении напряженно-деформированного состояния измерени­
ем твердости предварительно строится тарировочный график (интенсив­
ность напряжения а ,  твердость Hj интенсивность деформаций е {). Та­
рировочный график исследуемого материала (сталь Х18Н9Т) строился 
путем испытания восьми цилиндрических образцов на осевое сжатие со 
смазкой. Твердость измерялась по Бринеллю шариком диаметром 5 мм 
под нагрузкой 500 кг.
Напряженно-деформированное состояние определялось на трех ци­
линдрических образцах диаметром 36 и высотой 54 мм. Образцы под­
вергались осевому сжатию без смазки торцов. Величина осадки цилинд­
ров составила 0,095, 0,191 и 0,28. После измерения твердости в
центре торца деформированных образцов последние разрезались. Полу­
ченная поверхность шлифовалась и в различных точках ее осей симмет­
рии измерялась твердость. По твердости из тарировочных графиков оп­
ределялась соответствующая ей величина интенсивности деформаций
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е{. Компоненты деформаций ег и рассчитывались по методике, изло­
женной в статье [5]. Кроме того, рассчитывались скорости деформаций 




где R 0, R — радиус до и после деформирования, определены начальные 
радиусы Ro точек плоскости симметрии, перпендикулярной оси г, и по­
строены графики их изменения вдоль радиусов. Задаваясь начальным 
радиусом, строили графики изменения ег и et в зависимости от из­
менения высоты образца. По тангенсам угла наклона касательных к 
этим графикам определялись скорости деформации, отнесенные к ско­
рости изменения высоты образца. Располагая данными по деформациям 
и скоростям деформаций, а также зная интенсивность напряжений а І9 
рассчитывали компоненты девиатора напряжений по соотношениям де­
формационных теорий
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Рис. 1. Компоненты девиатора напряжений на радиусе бочки при 
осадке цилиндра, рассчитанные по соотношениям деформацион­
ных теорий— 1, по теориям течения — 2 и в предположении 
Хаара—Кармана — 3
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На рис. 1 сопоставлены рассчитанные таким путем компоненты де­
виатора напряжений с определением их по твердости в предположении 
X aapa—Кармана [4]. Полученные результаты показывают, что S r и S cp 
определяются в предположении Х аара—Кармана со значительной по­
грешностью. Компонента же'S2 определяется в указанном предположе­
нии достаточно точно.
Наибольшего расхождения компонентов девиатора напряжений S r 
и S 9 следует, вероятно, ожидать в контакте осаживаемых образцов. Для 
определения S r и S 9 на торце необходимо знать компоненты деформа­
ций ег и е9. Окружная деформация е? определялась по изменению р а ­
диусов кернений, нанесенных на торце образца из стали Х18Н9Т до его 
осадки. Радиальная деформация определялась по соотношению
^
dr г
Рис. 2. Компоненты девиатора напряжений и деформации на торце 
осаживаемого цилиндра
На рис. 2 изображены эпюры деформаций ег и ер. Там же показаны 
эпюры компонентов девиатора напряжений, рассчитанных по соотно­
шениям деформационных теорий [2].
Как видно из рис. 1 и 2, погрешность определения напряжений в 
предположении Х аара—Кармана у торцов выше, чем на горизонтальной 
оси симметрии.
Для проверки предположения Х аара—Кармана на слабоупрочняю- 
щемся материале исследование проводилось на составном свинцовом 
образце. Сетка из системы окружностей диаметром 3 мм располага­
лась в меридиональном сечении образца. Образец был составлен из 
двух спаянных в меридиональной плоскости полуцилиндров, запрессо­
ванных с небольшим натягом в свинцовую обойму диаметром 107 мм.
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В дальнейшем обойма с составным образцом осаживалась до дефор­
мации, равной 10%.
Вдоль горизонтальной оси симметрии определялась окружная де­
формация и радиальная
где R 09 R — радиус точки до и после деформации,
b — большая ось эллипса, d0 — исходный диаметр отпечатка. Р а ­
диальная деформация также проверялась іпо !соотношению [4].
Д ля расчета напряжений необходимо знать угол ф между направ­
лением главных деформаций и горизонтальной осью. Угол ф измерял­
ся (как и деформации) в различных точках меридиональной плоскости 
на инструментальном микроскопе. Напряженное состояние рассчитыва­
лось в четверти меридионального сечения.
Согласно деформационной теории
где е\9 е2— главные деформации в меридиональном сечении (ех> е 2). 
Учитывая, что е3 = —е\—е2, находим
(5)
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Радиальная компонента девиатора напряжений
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Д ля определения гидростатического давления интегрируем 
из дифференциальных уравнений равновесия
доr_ehr* , о
dr dz г
Расчет напряжений начинаем от свободной границы.
(O r) e  =  (O r) a -  J
А
ÖTГ2 S - S i










Определив напряжения в д о л ь  горизонтальной оси симметрии, 
вычитаем из них соответствующие компоненты девиатора напряжений, 
отнесенные к а і9 и находим гидростатическое давление Прибавив
его к остальным компонентам девиатора, находим соответствующие им 
нормальные напряжения.
Напряжения рассчитывались также методом линий скольжения в 
предположении X aapa—Кармана с привлечением аппарата теории иде­
ально-пластических тел [6].
В результате получены эпюры распределения напряжений вдоль 
радиуса бочки, рассчитанные по двум методикам. Эпюры представле­
ны на рис. 3. Как следует из графиков, компоненты напряжений —  и
—  не совпадают. Вблизи свободной границы наблюдается близкое
совпадение эпюр осевых напряжений, полученных двумя методиками. 
К центру образца расхождение становится значительным, по-видимо­
му, это объясняется нарастанием погрешности, связанной с интегриро­
ванием дифференциального уравнения равновесия.
Результаты исследования показывают, что в условиях осесиммет­
ричной осадки предположение X aapa—Кармана не подтверждается, в 
силу этого определение напряженного состояния в этом предположе­
нии связано с большими погрешностями. При этом погрешности опре­
деления окружного и радиального напряжений выше погрешностей, 
связанных с определением осевого напряжения.
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